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Teoria de Colas

“Afortunado es el hombre que tiene tiempo para esperar” Pedro Calderén de
Barca



Resumen

En este trabajo se presenta un estudio tedrico de los principales modelos de colas.
Bajo una perspectiva clara y sencilla, se realizar4 una explicacion sobre elementos y
caracteristicas, asi como las posibles aplicaciones de modelos simples (M/M/1),
multicanal (M/M/S), avanzados y redes de colas.

Como complemento al marco tedrico, posteriormente, se realizard un estudio
empirico en un hipermercado. Bajo condiciones reales, modelizaremos el
comportamiento de este sistema de colas, para hallar el consiguiente resultado y en su
caso poder tomar las pertinentes decisiones.

Palabras clave:

Teoria de colas, modelizar, modelo de cola, tiempo de espera, servidor, red de colas,
distribucién Exponencial, distribucién de Poisson.
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Teoria de Colas

Introducciodn

El estudio de los sistemas de colas no ha sido una decisiéon baladi. ¢ Es mas eficiente
una sola cola en comun o una para cada servicio? Es una pregunta que todos nos
hemos hecho a la espera de recibir un servicio. Existen diversos sistemas para gestionar
la espera de los clientes y efectivamente no todos manifiestan la misma eficiencia de cara
al consumidor.

Desde que existe la prestacion de servicios, ya sea realizar una llamada telefonica,
comprar medicamentos en una farmacia, echar gasolina o comprar el pan, existe la
probabilidad de que el servidor esté ocupado, y se tenga que esperar.

El crecimiento del sector servicios origind, amén de millones de puesto de trabajo,
nuevos problemas a la hora de tomar decisiones. El célculo de los servidores necesarios
para la prestacion de un servicio, evitando las indeseables colas, bajo una condicién de
calidad esperada, es uno de los principales problemas operativos de las empresas.

La investigacidn operativa trabaja bajo el paraguas de la estadistica para solventar
numerosos dilemas de la decision diaria. Este es el cuadro donde aparecen numerosos
ambitos: programacion lineal, teorias de juegos, modelos de transporte, teoria de colas...

Enmarcada, la teoria de colas ha sido la eleccion para este trabajo porque a pesar
de su relevancia en la toma de decisiones de las empresas, no figura en el catalogo
docente de nuestra facultad. Por lo tanto, y en primer lugar, la justificacion para estudiar
los diferentes items relacionados con esta especialidad, es la de ampliar mis
conocimientos al respecto, de los que, en mi humilde opinién, son necesarios.

Este trabajo se estructurara en dos partes diferenciadas, la primera un marco tedrico
en el cual se abordaran los modelos necesarios para poder explicar lo relevante de la
materia, y posteriormente una segunda parte con una aplicacion eminentemente practica
con los resultados y conclusiones relevantes, sobre los cuales se podran tomar
decisiones al respecto.

Atendiendo a la metodologia que se desempefard. Después de leer a numerosos
autores, asi como otros trabajos de la misma indole que éste, se ha observado que se
suelen realizar resimenes de la materia en si, obteniendo trabajos densos y
estrictamente matematicos, por lo tanto y con el beneplacito del tutor; este trabajo se
realizara, para la mejor comprension, bajo una perspectiva sencilla adaptada a nuestro
perfil del empresario.



Para la ampliacion de los conocimientos mateméticos, se pone a disposicidén
bibliografia especializada en la materia, en la cual se podra comprobar los recursos
utilizados asi como las formulas y teoremas que fundamentan los modelos.

Objetivos

Como futuro graduado en Administracion y Direccién de Empresas, necesito enfocar
este Ultimo trabajo en la universidad como complemento formativo. Cabe esperar que
después de realizar un trabajo de esta indole, terminaré conociendo en profundidad las
aplicaciones practicas de esta disciplina. Por eso y sabiendo que mis ambiciones futuras
pasan por dedicarme al sector servicios trazo asi el primer objetivo:

Dominar los modelos principales de teoria de colas para poder aplicarlos en el
futuro.

En segundo lugar, partiendo de la consecucion de mi primer objetivo, se realizara
este trabajo, en la medida de lo posible, desde el punto de vista del decisor.
Considerando que cualquier desarrollo o calculo matematico debe dar lugar a un
resultado con el cual se puede tomar decisiones operativas. Con todo esto se fija el
segundo objetivo:

Analizar los modelos de teoria de colas de una forma aplicable, sencilla y
enfocada desde el punto de vista del gestor.

Si cabe desgranar este objetivo en sub-objetivos, debo explicar que se realizara un
analisis de la funcionalidad de la teoria de colas, asi como un breve repaso de los
antecedentes. Se detallara el origen de las formulas de aplicacion de los modelos
principales y se explicara con ejemplos la composicion del resto de los modelos.

Hasta aqui los objetivos de la parte tedrica. En cuanto a la segunda parte del trabajo,
el estudio empirico. Se analizara el comportamiento de un modelo de colas real M/M/S, el
hipermercado Carrefour de Ourense, y por consiguiente se marca como objetivo:

Poner en préactica el comportamiento del modelos M/M/1y M/M/S bajo hipétesis
reales.

Relacionado con este, se realizara un analisis econdmico sobre las posibilidades de
aplicacion de un modelo u otro, para conocer las posibles diferencias entre los modelos

en cuanto a variables econémicas y por lo tanto se marca como objetivo final:

Obtener la informacion necesaria para poder tomar decisiones al respecto.
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Antecedentes

Agner Krarup Erlang (Dinamarca 1878 — 1929), es considerado el padre de lo que
hoy conocemos como Teoria de Colas. La aplicacion de sus estudios de ingenieria y
estadistica para resolver la congestion del trafico telefénico, en las centralitas de
recepcion de llamadas, asent6 la base para el desarrollo posterior de numerosos modelos
de espera que hoy en dia se explican y sobre todo ayudan a tomar importantes
decisiones operativas.

Los estudios de Erlang se fundamentaron en el célculo del nUmero de centralitas
necesarias para intercomunicar dos pueblos teniendo en cuenta los tiempos de espera.
Cada llamada debia pasar por un operador que la enviara, en aquella época la compafiia
telefénica solo podia transferir las llamadas de una en una. Ademas no debemos olvidar
que un tiempo elevado de una llamada incrementaban el tiempo de espera de las demas,
entonces ¢, Cuantos servidores necesitaba para intercomunicar cada localidad?

Tras dos afios de estudio, Erlang publicé “Telephone waiting times”, donde probaba
que la llegada de las llamadas telefénicas era aleatoria y seguian una distribucion de
Poisson'. A partir de ese estudio, llegé su trabajo mas importante “Solution of some
problems in the theory of probabilities of significance in automatic telephone exchanges”,
en el cual detallaba ya férmulas para el célculo de los tiempos de espera en base a una
distribucion exponencial®.

E.C Molina (Espafia) en 1927 avanz0 sobre los estudios de Erlang, con Aplicacion
de la teoria de la probabilidad a problemas de lineas telefénicas, posteriormente fue T.C
Fry con Probabilidad y sus usos en ingenieria. Durante la década de los 30, numerosos
autores de diversas nacionalidades: A.N Kolmogorov y A.Y Khintchine (Rusia), C.D
Crommelin (Francia), C.Palm (Suecia), realizaron aportaciones a las teorias de Erlang.
(Cao, 2002)

A partir de los afios 50, las aportaciones se multiplicaron debido a las nuevas
aplicaciones posibles en el &mbito de la informéatica y de las telecomunicaciones.

! Distribucién de Poisson: distribucién de probabilidad discreta, utilizada para modelizar el
namero de sucesos que se pueden producir en un intervalo de tiempo, bajo supuestos de
aleatoriedad. (Montero , 2007)

% Distribucion Exponencial: distribucion de probabilidad del tiempo de espera entre dos
hechos que sigan un proceso de Poisson. (Montero , 2007)
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Marco Teodrico

1. Aplicaciones de la teoria de colas

El estudio de los modelos de espera nos ayudan a tomar decisiones con respecto a
diferentes factores que influyen directamente a la atencion al cliente, un tiempo de espera
elevado por parte de un cliente producird un alto deterioro en la calidad percibida del
servicio, por lo tanto y haciendo la pertinente referencia a Cao (2002) los objetivos del
estudio de colas son:

e Conocer el nivel 6ptimo de funcionamiento de un sistema de atencién, para
minimizar su coste global.

e Evaluar la repercusion de las distintas modificaciones a aplicar sobre el sistema.

e Fijar un balance equilibrado que permita una atencion cualitativa aceptable sin
una repercusion cuantitativa muy relevante en coste.

Se debe tener en cuenta que la modelizacion de un comportamiento social esta
afectada por la personalidad de cada individuo. La paciencia de los individuos que forman
la cola influird de forma positiva 0 negativa sobre la percepcion de calidad de servicio en
un mismo sistema.

2. Elementos y estrutura de un
sistema de colas

La llamada cola se produce cuando la demanda real de servicio es superior a la
capacidad de atencion. Asimismo debemos diferenciar entre la cola y el sistema de colas.

La cola, propiamente dicha, es un conjunto de clientes que estan esperando para
recibir el servicio, es decir que ya han solicitado atencion, pero atin no han sido llamados
al mecanismo de atencion. Sin embargo el sistema de colas es el conjunto formado por la
cola y el mecanismo de servicio (Cao, 2002).

Para explicar los sistemas de colas, comenzaremos por un sistema de colas basico
compuesto por una fuente de entrada, una linea de espera y un servidor que sigue una
disciplina de cola FIFO (first in, first out), se atendera el primer cliente que haya llegado.

Facultad Ciencias Empresariales y Turismo de Ourense
Universidad de Vigo
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llustracion 1. Sistema de colas

Fuente de Mecanismo de Fuente de
Entrada Cola Servicio Salida

Fuente: Elaboracién propia.

Como podemos observar en la ilustracion 1, la fuente de entrada suministra
individuos al sistema, los cuales esperan a ser atendidos si el mecanismo de servicio esta
ocupado. Una de las caracteristicas mas relevante de la fuente de entrada es su tamafio
(poblacion potencial). El considerarla finita o infinita modifica de forma sustancial el
estudio del proceso. La otra caracteristica que debemos tener en cuenta es en funcién de
que parametros obtenemos las entradas en el sistema. Atendiendo al tiempo entre
llegadas (distribuciéon de exponencial), o tasa de llegadas (distribucién de Poisson).

En cuanto a la cola en si, como ya mencionamos con anterioridad, es donde los
clientes esperan a ser atendidos, una vez lo hayan solicitado. A parte de la disciplina de
cola, debemos tener en cuenta la capacidad de la cola. De acuerdo con Carro (2009),
solo supondremos la cola finita cuando su limite sea pequefio y se alcance con
frecuencia, como por ejemplo una pequefia peluqueria.

Para terminar de explicar el proceso. Los elementos de la cola pasaran a ser
atendidos en el mecanismo de servicio, el cual puede estar compuesto por varias
estaciones de atencion, e incluso en fases sucesivas. El tiempo de atencién sera el factor
determinante y la homogeneizacion de este fomentara el equilibrio del sistema.

Cémo ejemplo practico, podemos observar todo este proceso en la caja de una
sucursal bancaria. Los clientes entran en el banco y se sitian detras del ultimo cliente
que espera en la cola. El cajero atiende a cada cliente por orden de llegada, disciplina
FIFO. El tiempo medio de atencién, determinara junto con la tasa de llegada de los
clientes, la eficiencia del sistema.

A continuacion se explicaran los parametros a utilizar y los consiguientes resultados
gue podemos obtener con ellos para analizar la eficacia de cualquier sistema de colas.
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3. Parametros y medidas de
eficiencia

Al igual que en cualquier otro modelo matemético o estadistico la terminologia es
fundamental para comprender los diferentes parametros. Siguiendo a Taha (2012) se
indicard la simbologia béasica, necesaria para la comprension de los diferentes modelos
que detallaremos a lo largo del trabajo.

Los parametros que determinan las caracteristicas de todo sistema son solamente
dos, aunque podemos expresarlos en funcién de las unidades medias (clientes) o en
funcién del tiempo que transcurre entre que entra una unidad y otra, expresandose de la
siguiente forma:

o Parametros principales ( en funcién de las unidades medias)

A = tasa promedio de llegada: nimero medio de unidades que entran en el
sistema en un intervalo de tiempo

M = Velocidad media del servicio: nimero medio de unidades que se atienden
en el servidor en un intervalo de tiempo

o Parametros transformados ( en funcion del tiempo medio que transcurre)

1/\ = Tiempo promedio entre llegadas: tiempo medio que transcurre entre unay
otra llegada al sistema.

1/u = Tasa media de servicio: tiempo medio que utiliza el servidor para atender
una unidad

Para obtener estos parametros, tenemos dos opciones: contar las unidades que
entran en el sistema y se atienden en el servidor para conocer el promedio, o0 bien
medir el tiempo que transcurre en promedio desde la entrada de una unidad a otra.
Obteniendo uno podemos hallar el otro, y viceversa.

Una vez obtenidos los parametros, los cuales se obtienen de la misma forma para
cualquiera que sea el sistema, podremos calcular las llamadas medidas de eficiencia
de un sistema de colas. El calculo de estas si que varia de forma sustancial en funcién
de las caracteristicas del modelo que estemos estudiando.

e Medidas de €eficiencia

Se entiende como medidas de eficiencia todos aquellos resultados que podamos
obtener en base a los parametros y que sirvan para tomar decisiones. En si mismas,
estas medidas pueden ser tenidas en cuenta no solo por el gestor del sistema, sino que

Facultad Ciencias Empresariales y Turismo de Ourense
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también por los clientes. El tiempo promedio de espera en la cola, por ejemplo, es un
factor de interés para ambos. (Cao, 2002)

Por lo tanto se distinguen las medidas como enfocadas a la gestion (factor de
utilizacion y probabilidad de sistema vacio) y medidas enfocadas al cliente (niumero
promedio de unidades en cola, y en el sistema, tiempo promedio de espera en cola y en
el sistema).

p = Factor de utilizacién del servidor: se refiere al tiempo que realmente trabaja
el servidor en atencién al cliente.

Po = Probabilidad de sistema vacio: este parametro se refiere a la probabilidad
que cero unidades se encuentren en el sistema en determinado periodo. Se podra
hallar la probabilidad que se encuentren cualquier nimero de individuos dentro del
sistema

Ly = Namero promedio de unidades en la cola: se refiere al nimero de
unidades, por término medio, que se encuentran esperando recibir servicio.

Ls = Numero promedio de unidades en el sistema: se refiere a las unidades
gue se encuentran en el sistema, en promedio, tiene en cuenta las que esperan en la
cola y las que estan siendo atendidas.

W, = Tiempo promedio que espera en la cola: se refiere al tiempo que trascurre
desde que ingresa el cliente al sistema, hasta el momento en que es atendido por el
servidor.

W; = Tiempo promedio en el sistema: tiempo total medio, desde el momento
en gue entra una unidad al sistema, espera en la colay es atendido.

Bajo la perspectiva de la gestion, el factor de utilizacién del sistema parece ser el
factor a optimizar a priori, para que los servidores no estén 0ciosos, aunque como
veremos en el estudio empirico, la calidad de atencién de un servicio estard& mejor
enfocada bajo medidas de eficiencia dirigidas a los usuarios, como por ejemplo el tiempo
medio de espera para ser atendidos.

Conocida la simbologia se declara:

“La condicion uniforme en Teoria de Colas, se logra solamente cuando u es mayor
que A, es decir que la velocidad de servicio debe ser superior a la velocidad de llegadas
para que se presente la condicion uniforme. Por el contrario cuando u es menor o igual
que A el sistema de colas es inestable, ya que la linea puede acumularse potencialmente
al infinito, debido a que las unidades llegan con mayor rapidez, en comparaciéon a la
prestacion del servicio.” Schroeder; 167.
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El llegar a la estabilidad o condicién uniforme, como determina Schroeder, es una
meta necesaria para todo gestor, evitar el colapso del sistema. Es decir, que los clientes
no puedan acceder al sistema para hacer cola y esperar ser atendidos.

4. Proceso de nacimiento y muerte

En primer lugar cabe explicar la relacion existente entran la distribucion de Poisson y
la distribucién Exponencial.

Una distribucién de Poisson es una distribucion discreta, como se puede observar en
la llustracion 2, su funcidon de distribucion acumula la probabilidad por intervalos de
tiempo. Es decir, obedece a los sucesos que ocurren en un determinado momento del
tiempo. Sin embargo la distribucién Exponencial, su funciéon es continua, obedece al
tiempo que ocurre entre los sucesos.

llustracidn 2. Distribucion de Poisson y Distribucién Exponencial

Funcion de Distribucion Exponencial
Funcién de distribucion de Poisson

0.8 1.0

Probabilidad acumulada
0.6

0.4

0.2

Probabilidad acumulada
0.4 0.6 0.8 1.0
|

0.2
|

0.0
|

Fuente: Elaboracion propia
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Podriamos modelizar un sistema de colas en funcién del numero de llegadas, en
base a una distribucion de Poisson:

“Se entiende como proceso de Poisson el utilizado para contabilizar el nimero de
ocurrencias de un fenédmeno hasta un instante t’ Cao; 122.

Sin embargo la mayoria de los modelos actuales estan fundamentados en procesos
de nacimiento y muerte. Proceso que aplica el tiempo entre sucesos para modelizar en
base a una distribucién exponencial, por ser mas practico de obtener los pardmetros.

Cabe sefalar la relacion entra las variables, si medimos por ejemplo el tiempo
promedio de atencidn de un servidor, el cual se define:

u
Obtenemos el nimero de clientes que se atienden por minuto:

U

Y de forma analoga, el tiempo que trascurre entre cada llegada al sistema, el cual se
define:
1

Obtenemos el numero de clientes que se llegan en promedio al sistema:
A

Para mostrarlo de una forma préactica; para obtener la tasa de llegadas de un sistema
se podria contar las unidades que llegan en momentos determinados de tiempo al
sistema. Por ejemplo en un banco se contaria la gente que entran durante un intervalo de
tiempo determinado, para obtener un promedio. De igual modo, la obtencion de la tasa de
atencion, se contaria la cantidad de clientes que se atienden en un intervalo de tiempo.

Para obtener las tasas de llegada y atencion obedeciendo a un proceso de
nacimiento y muerte, exponencial, en el mismo caso, bastaria con medir el tiempo que
transcurre en promedio entre cada llegada, en el caso de la tasa de llegadas, y el tiempo
de atencion para calcular la tasa de atencion.

Entendiendo nacimiento como llegadas al sistema, este proceso explica que las
llegadas se producen en base a una distribucién exponencial. Es decir en un sistema con
N individuos en un momento t, N (t), es mas probable que haya una llegada o una salida
del sistema en un periodo corto de tiempo. Ademas permite que las tasas de entradas y
salidas dependan de la cantidad de individuos de la poblacion (Cao, 2002)
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5. Notacion de Kendall

A partir de la teoria de este proceso, detallaremos los diferentes modelos que
componen la teoria de colas como parte de la investigacion operativa. Para ello debemos
explicar la notacion de Kendall® (notacion A/B/s)

Siguiendo a Winston (2004), la notacion de Kendall indica la composicion y
estructura del modelo a estudiar de la siguiente forma.

El primer término, generalizado como A, hace referencia a la distribucion
probabilistica del tiempo entre una llegada y la siguiente. Bajo este indice, las
distribuciones mas relevantes hacen referencia a exponencial (M), deterministica*® (D),
uniforme® (U) o genérica® (G).

En segundo lugar, el término B, corresponde a la distribuciéon que explica el tiempo
de servicio, con las mismas variantes que el anterior.

En cuanto al indicador s, se utiliza para referenciar el nUumero de servidores que
atienden las demandas de servicio.

Posteriormente la notacion A/Bs fue ampliada para dar cabida a nuevos factores
determinantes como la capacidad de la cola (K), el tamafio potencial de la poblacién (H),
y la disciplina de cola (Z). Con respecto a esta Ultima se tiene en cuenta si la disciplina
implica prioridad (FIFO o LIFO) o bien la atencion se baraja en una disciplina general
aleatoria segun demanda, en este caso (GD).

Con todo esto los modelos de teoria de colas se indicaran siguiendo la notacion
ampliada, y para que figure referenciado se detallan 2 ejemplos.

1. M/M/1/10/=/FIFO

Las llegadas al sistema se suceden siguiendo una distribucién exponencial, al igual
que el tiempo de servicio. En cuanto al nimero de servidores en este caso es uno v el
maximo de unidades en cola son diez. Bajo la condicion de poblacion potencial infinita y
con un régimen o disciplina de cola de FIFO.

Para visualizar el modelo de una forma practica podemos enmarcar en estas
condiciones de sistema a cualquier comercio minorista de una ciudad, una carniceria,

® David G. Kendall formulé en 1953 la notacién gue se utiliza para determinar la composicion
de los modelos de colas, notacién A/B/s.

* Deterministico: constante, igual para cada unidad. (Montero, 2007)

®> Uniforme: de intervalos iguales, y rango igualmente probable (Montero, 2007)

® Genérica: no se conoce nada sobre la distribucién (Montero, 2007)
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pescaderia o panaderia en la cual sirva un solo dependiente y no quepan en espera mas
de 10 clientes.

2. M/D/2/=[=[FIFO

Indica, como la anterior, que las llegadas se suceden son tiempos entre llegadas
exponenciales, sin embargo el tiempo de atencién del servidor es deterministico
(constante para todas las unidades), existen dos servidores y tanto el tamafio de la cola y
la poblacion se considera infinita, en cuanto a la disciplina, por orden de llegada o
solicitud. En cuanto a /«/~/FIFO referentes a la capacidad de la cola, tamafio potencial
de la poblacion y disciplina, son los indicadores que consideramos por defecto, por lo
tanto todos los modelos que cumplan estos requisitos podriamos simplificarlo en M/D/2,
en este caso. (Cao, 2002).

Como ejemplo de un sistema con estas caracteristicas, en la que el tiempo de
atencion sea constante, encontramos los servicios automatizados, la entrada a un
parking, por ejemplo. Los coches hacen cola con tasas de llegada exponenciales pero la
tasa de atencion, lo que tarda en abrir la barrera desde que pulsas el botén es para todos
igual. Entonces la tasa de servicio es constante; asi, un parking con dos entradas
podemos modelizarlo como un sistema M/D/2.

0. FOrmulas de Little

John Little’ en 1961 verifico6 que en sistemas de colas modelizados bajo una
distribucién de tiempo de servicio y llegada exponencial, la relaciéon entre los nimeros
medios de clientes, con el tiempo medio de un cliente dentro del sistema se manifestaba
de la siguiente forma.

Siendo las tasas de llegadas constantes Little establecié la que hoy se conoce como
primera férmula de Little.

L=AW

Esta formula manifiesta que si el tiempo promedio en el sistema es W, y A, como ya
se indicd, el numero medio de unidades que entran, L representa el nimero de unidades
medias que estan en el sistema en cualquier momento.

De igual razonamiento obtenemos la conocida como segunda formula de Little, que
segun Cao (2002), realmente no fue formulada por Little, pero se le reconoce por ser
analoga a la anterior.

 John Little: Fisico estadounidense
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L, hace referencia al nimero promedio de unidades en cola, como ya se indicé en
las medidas de eficiencia.

Ambas férmulas se fundamentan, como se explica, en tasas de llegadas constantes,
pero no siempre es valido este razonamiento. En cambio se puede generalizar mediante:

siendo A = Y5_o AnPn

Entendido p, como la probabilidad de que haya un ndmero n de unidades en el
sistema.

Sera 1, tasa de llegada determinada, teniendo en cuenta su probabilidad de
ocurrencia.

Si atendemos al tiempo, otra relacion relevante es la del tiempo total de un cliente en
un sistema, como la suma de tiempo en cola mas tiempo servicio. (Cao, 2002).

1
W =W, +-
U

7. Modelos elementales de teoria de
colas

Como hemos visto en el apartado anterior, cada sistema es diferente y sus
combinaciones muy numerosas. Sin embargo la base de todos es ellos es el modelo
M/M/1, tasa de llegadas y atencién bajo una distribucién aleatoria exponencial y con un
solo servidor.

A continuacion pormenorizaremos las caracteristicas del modelo simple M/M/1 y de
multiple canal M/M/S, ademas se daran indicaciones béasicas sobre modelos avanzados y
redes de colas.

7.1 Modelo M/M/1

“El modelo simple, se conoce como M/M/1, es decir, que es un modelo de espera
con llegadas aleatorias, distribucion de servicio aleatorio y un sélo canal de servicio.” De
la Fuente; 586.

El modelo debera cumplir las siguientes condiciones:

Facultad Ciencias Empresariales y Turismo de Ourense
Universidad de Vigo



Teoria de Colas

“12 Las llegadas son atendidas sobre la base primero en entrar, primero en salir, y
cada una de las llegadas espera el servicio, haciendo caso omiso de la longitud de la
cola.

22 Cada entrada es independiente de la anterior.

32 Las llegadas son descritas por una distribucién de probabilidad de Poisson y
provienen de una poblacion infinita.

43 | os tiempos de servicio varian de un cliente al siguiente y son independientes
unos de otros.

52 Los tiempos de servicio ocurren de acuerdo con la distribucion de probabilidad
exponencial.” Render; 356.

Bajo estas condiciones podemos desarrollar las siguientes formulas de aplicaciéon
directa para modelos M/M/1 (Schroeder, 1992).

e Factor de utilizacion del servidor:

A
p=-
U
e Probabilidad de que el sistema esté vacio:
P, =1 A
° u

¢ NuUmero promedio de unidades en cola:

)\2
L,=————
(TR

e NuUmero promedio de unidades en el sistema:

L A
s = M _ /1
¢ Tiempo promedio de espera en la cola:
_ A
BTN

e Tiempo promedio en el sistema:
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No obstante a continuacion y siguiendo a Cao 2002 avanzaremos sobre la obtencion
de las formulas anteriores.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de este modelo, comenzamos por deducir la
tasa de llegadas:

An = A paratodon =0,1,..

Y las tasas de servicio como:

Unp = p,paratodon =1,2,..

Siendo 4,, nimero medio de unidades que llegan al sistema y u,, numero medio de
unidades que son atendidos en el sistema

Utilizando las formulas para resolver un proceso de nacimiento y muerte (ver Cao,
2001), se tiene que:

Dénde:

Cp = = =

A1 dp_y - Ay _ A" (/1 n
Hnln—1 - M1 ur

—) = ptparan=1,2,..

Siendo Y,_ic, = Yn=1p™ UNa serie geométrica, y sera convergente si |p| <1,
ademas de p > 0 .Quiere decir que no sera posible que la tasa de utilizacion p > 1
(100%). Otra interpretacion, y remitiéndonos a la condicidon uniforme explicada en
apartados anteriores es que siempre que 1 < u , se dice que el sistema es estacionario.

En conclusion sobre lo explicado, el nUmero medio de clientes que entran en el
sistema por unidad de tiempo serd menor que el numero medio clientes que pueden ser
atendidos en la misma unidad de tiempo.
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Para continuar y suponiendo que el sistema es estacionario, se debe calcular la
suma de la serie de las c:

2= 0= 7
n_ - —
n=1 1 p

n=1

Ademas, para cualquier n =1, se obtiene que p, = c,.po = (1 —p)p", la masa de
probabilidad de la variable “numero de clientes en el sistema”:

P(N=n)=p, =1 -p)p",n=01,..

Asi N tiene una distribucion geométrica de parametro 1 — p, probabilidad del nimero
de fracasos antes del primer éxito. En base a la formula de la media de esta distribucién,
se puede calcular directamente L = E(N) (numero medio de individuos en el sistema)
como:

X~Geometrica (p) =n

E[x] = 1-»

Con razonamiento analogo podemos obtener L, (nimero medio de individuos en
cola)
2 2
p p A

(== =1, P =1, " sa=n

P _
1-p

Lq:L_(l_pO)z

A partir de las férmulas de Little siguiendo lo que se ha obtenido se pueden expresar
las férmulas que hacen referencia a los tiempos de espera tanto en el sistema W, o en
cola W,:
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7.2. Modelo de multiples canales y una sola fase M/M/S

“Se usa cuando la demanda es grande, por lo que es necesario que varios
servidores presten un mismo servicio. Los clientes forman una sola cola y el que se
encuentre en primer lugar, acude al primer servidor que se desocupe para ser atendido.
"Krajewski; 330.

Este modelo es la generalizacion del modelo anterior, por lo que se mantiene la
suposiciéon de que la poblacién potencial y la capacidad de cola son infinitas, de igual
manera que se sigue trabajando con los mismos parametros y medidas de eficiencia.

Sera el modelo que nos facilite el andlisis de multitud de servicios, cualquiera en los
cuales exista mas de un servidor: (banco, supermercado, gasolinera...etc.)

A continuacién se expondran las formulas de aplicacién para el modelo M/M/S, asi
mismo y por la complejidad del desarrollo de las mismas no se detallara el proceso para
el cual se facilitara bibliografia especializada.

e Factor de utilizacion del servidor:
A

P=§l

Al igual que el modelo M/M/1 el factor de utilizacién dependera de la tasa de llegada
y atencién de los servidores, teniendo en cuenta ahora s (ndmero de servidores).

e Probabilidad de que en sistema haya un nimero n de unidades o clientes 0 en su
caso de que el sistema esté vacio:

1

Po = o 25
T st * G D T ou =D

De acuerdo con Cao (2002) esta formula puede generar errores si s es muy elevado,
ya que generaria denominadores muy elevados, por lo tanto se presenta este calculo
como recursivo de ¢, (relacion tasas de llegada con tasas de servicio) de la siguiente
forma:

Partiendo de:
Ap =AVn

_ (4 Vn<s
””_{s,u Vvn>s
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A partir de:

sin=1,2,..,s
= —————

Hnbn-1- sin=s+1,s+2,..

slsn— s n

An1ns - {(
\

Sise define ¢y =1

_ An-1 _ A _
Cp=Cp1— = cn_la,paran =12,..,s—-1

Para mostrarlo de forma mas clara, podemos observar porque se definen
expresiones recurrentes, por ejemplo:

Ao
C2 = C1 —_—
251
A
C3 =C—
Uz
Az
Cy = C3—
Us

Para terminar, se obtiene la expresion final, la cual sera la aplicada en la parte
practica.
([ An
nlu™
Pn = CnPo = J 25
Msp”‘spo sin=s+1s+2,..

Do sin=1,2,..,s

¢ NuUmero promedio de unidades en cola:

L= AS+1P0
T (s = DS~ (s — )2

e Tiempo promedio de espera en la cola:
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I
Wa=7
e Tiempo promedio en el sistema:
We=W, + !
s q L

e Numero promedio de unidades en el sistema:

Ly =AW

8. Modelos avanzados de colas

A continuacion se haran indicaciones basicas sobre tres modelos en extension a los
anteriores, los cuales tienen en cuentan factores de aplicacion real. El desarrollo
matematico de estos, es demasiado complejo y se escapa del objetivo del trabajo, se
facilitar4 bibliografia al respecto.

8.1 Modelo M/IM/1K

Siguiendo a Cao (2002), este variacion del modelo M/M/1 aplica una limitacion en el
tamafio de la cola. Se entiende K como el nimero limite de individuos o elementos que
pueden hacer cola. Sin més variaciones al respecto, el tiempo de llegadas y de atencion
se explica bajo una distribucién exponencial, la poblacién potencial se supone infinita y la
disciplina de cola FIFO.

El problema que se trata de modelizar en esta variante es que si la cola esté llena y
el servidor no avanza en su proceso de atencién los nuevos clientes no pueden entrar en
el sistema. Se trata de una limitacién logica y esperada ya que las condiciones reales de
la mayoria de los servicios aplican restricciones sobre el tamafio de la cola, sea
fisicamente, por razones logicas, o informatica en el caso de las telecomunicaciones.

Como ejemplo, en una peluqueria en la que solo trabaje un peluquero. Considerando
la clientela potencial infinita, cualquiera puede entrar. El tamafio de la cola es limitado,
podran esperar el nUmero maximos de persona que quepan en teoria en el local, y
permita desempefiar la labor de atencion.

Con esto, se considera un sistema colapsado cuando un individuo no accede a hacer
cola para esperar a ser atendido, no solo si fisicamente no puede, sino que también si no
lo hace porque considera que el tiempo de espera es demasiado elevado. Se conoce
como probabilidad de bloqueo. Este factor dependera por supuesto de cada persona, no
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se debe olvidar que el estudio del comportamiento humano no es posible modelizarlo por
completo.

8.2 Modelo M/IM/S/K

“Se trata de la extension del modelo anterior al caso en que existe un numero entero
cualquiera, s, de servidores. Las tasas de llegada son idénticas a las del modelo M/M/1,
mientras que las de servicio son exactamente iguales a las M/M/S” Cao; 158.

llustracién 3. Representacion de un modelo M/M/S/K

| ‘ Mecanismo de Servicio

v

5| 6660068
BEG068

| | Disciplina de la Cola | .
Senvicio

Sistema de la Cola |

Fuente de Entrada

Fuente: Imagen libre de autor

Esta variante no es mas que una limitacion natural al modelo anterior, ademas de
limitar el tamafio de la cola, definimos de forma concreta el nimero de servidores, yendo
un paso mas cerca de un modelo de aplicacion mas practico.

Como ejemplo, la oficina de una entidad bancaria en la cual el mecanismo de
servicio esté compuesto por mas de un servidor. Los clientes segun entran en la oficina
esperan en una sola cola a ser atendidos por el servidos que primero quede libre.

La ilustracién 3 hace referencia al modelo antes indicado, como podemos observar
dos servidores prestan el servicio simultaneamente, el tamafio de la cola es limitado y los
clientes son atendidos por orden de llegada, disciplina FIFO.

8.3 Modelo M/M/1/~/H

Como indica su nomenclatura, en este modelo limitamos la poblacion potencial.
Ahora debemos tener en cuenta que las llegadas dependeran de cuantos clientes se
encuentre dentro del sistema. En este modelo suponemos un tamafio de cola infinito para
ser servido en un solo servidor.
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Para observar de forma practica este modelo nos situaremos en Unica tienda de un
pueblo cualquiera, si la atencién se da solo por una persona. Nunca considerariamos el
sistema colapsado ya que el que tenga la necesidad de ir a comprar esperara, en teoria,
hasta que le llegue su turno porque no tiene otra opcién.

Ahora bien las llegadas de clientes a la tiende dependera de los clientes que ya se
encuentren alli. Es decir si en el pueblo hay cincuenta habitantes y en la cola de la tienda
esperan diez, existe mas probabilidad de que lleguen mas clientes que si en la cola
hubiese més de diez.

Q. Redes de colas

“Una red de colas no es mas que una red en la que cada nodo esta constituido por el
sistema de una cola. Se trata, por tanto de un grafo orientado en el que se pueden
producir transacciones de clientes que salen servidos de un nodo hacia otro nodo. La
forma més habitual para modelizar el modo en el que los clientes servidos en un nodo se
dirijan a otro es considerado que lo hacen de acuerdo con una distribucion discreta” Cao;
181.

En teoria de colas se entiende por nodo un subsistema que conforma una red de
colas, este subsistema a su vez es también un sistema de colas, pudiendo ser compuesto
por cualquiera de los modelos vistos anteriormente. (Taha, 2012)

Se define grafo orientado como conjunto de nodos enlazados de forma direccional.

llustracion 4. Representacion de una red de colas

Fuente: Elaboracion propia

Se puede observar como ejemplo de una red de colas la llustracion 4. Se trata de
una red de colas formada por cuatro nodos, cada uno de ellos con su propio sistema de
colas.

Para aclarar este concepto pondremos de ejemplo una asesoria empresarial. En
primer lugar los clientes llegan y esperan a ser atendidos por el servicio de recepcion,
una vez alli serdn derivados al servicio solicitado (contable o fiscal por ejemplo), alli
esperan la cola correspondiente y una vez atendidos, tendran que hacer cola en un
servicio de gestion de cobros.

La teoria de redes de colas contempla dos modelos. Asi se entiende que las redes
pueden ser cerradas o abiertas en funcién de que los clientes entren y salgan o
solamente se desplacen de nodo a nodo en su interior.
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9.1 Redes de Jackson abiertas

Se llaman redes de Jackson abiertas las redes que contemplan la posibilidad de
entrada de clientes desde el exterior. De acuerdo con Cao (2002) las redes abiertas
verifican tres propiedades:

1. Cada nodo i mantiene un numero s de servidores de igual tiempo de servicio bajo
una distribucién exponencial.

2. Eltiempo que transcurre entre dos llegadas que provienen del exterior del sistema
cumplen una distribucién exponencial.

3. Los clientes que son atendidos en un nodo se dirigen a cualquier otro nodo de
servicio de forma aleatoria, o bien sale del sistema. Es decir no existen nodos
preferidos.

Se puede observar una red de colas abierta de forma practica en un hospital, en
cada servicio que se deriva a un paciente debe realizar cola. Desde que llega un paciente
al servicio de urgencias, primero realiza cola para que le tomen los datos, hace cola
esperando que le atiendan y posteriormente si lo necesita sera atendido, previa cola, en
cualquiera de los servicios hospitalarios que necesite.

9.2 Redes de Jackson cerradas

La redes cerradas son sistemas compuestos por K subsistemas o nodos en el cual
no entra ni sale ningun cliente. Estando todos los tiempos de atencién modelizados bajo
una distribuciéon exponencial, el elemento a tener en cuenta es el nUmero de clientes N
dentro de la red, el cual permanecera constante.

En este tipo de redes el estudio relevante son las probabilidades de que haya mas o
menos clientes en cada subsistema de atencién o nodo. (Cao, 2002)

Al igual que el apartado anterior, por la complejidad de las operaciones y no siendo
el objetivo del trabajo, se facilitard bibliografia en la cual se detalla la formulacién de
todos los resultados.

El servicio de las antenas de telefonia es un buen ejemplo, del funcionamiento de
una red de colas cerrada en el ambito de las telecomunicaciones, a medida que nos
desplazamos, la sefial cambia de servidor de forma automética al nodo que ofrece mayor
frecuencia de cobertura.
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Estudio empirico

A continuacion, se realizara una aplicacion practica del modelo M/M/S, sobre un
escenario real, hipermercado Carrefour, comparando sus medidas de eficiencia con un
modelo simple M/M/1.

Ademas, se mostrara el efecto que pequefias variaciones de los factores generarian
en la eficiencia del sistema, tales como el niumero de cajas abiertas disponibles para
cobrar a los clientes.

Para finalizar, y completando el estudio; se cuantificara las medidas de eficiencia en
euros, para asi, observar desde un punto de vista econémico la influencia de los factores.
Se enunciara como analisis econémico.

10.1 Ambito de aplicacién

Los hipermercados son establecimientos que atienden un gran volumen de clientes
en grandes superficies; la capacidad que tengan para gestionarlos sera fundamental para
su éxito econdmico y comercial.

Carrefour Ourense (Barbadas), con 9500 m? de superficie comercial atiende a 300
clientes, promedio por hora, de 9 am hasta las 22 pm, de lunes a sabado®. Volumen
suficientemente importante como para que las decisiones al respecto no sean tomadas
sin consideracion.

Realizar la aplicacion practica sobre esta superficie no ha sido una decision
solamente relacionada con su volumen e importancia para el comercio de la ciudad de
Ourense, sino que se decidié, con la venia del tutor, por haber implantado recientemente
un sistema de cola Unica informatizado®, sustituyendo el sistema tradicional de multiples
colas.

® Datos proporcionados por Responsable de area de Ourense.
° El sistema indica cual es la caja a la que debes ir para ser atendido.
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10.2 Metodologiay parametros basicos

En primer lugar, para estudiar el modelo de colas con el que Carrefour atiende a sus
clientes, se sabe que el hipermercado dispone de 29 cajas. Normalmente, segun la
encargada de cajas, operan con 10 o 12, segun la necesidad. Solamente en Rebajas,
Navidad y ciertos momentos puntuales se operan con mas cajas.

Partiendo de esta informacién, se observa que de lunes a viernes hasta las 19 pm el
hipermercado trabaja con 10 cajas abiertas y solamente pasa a operar con 12 algun dia
puntual. Por esto asumiremos, para simplificar el modelo, que el sistema utiliza de forma
constante 10 cajas.

A continuacién y siguiendo el marco teérico, debemos conocer la tasa media de
llegadas 4, y la tasa media de servicio u. Para ello, debemos obtener el tamafio de la
muestra. Teniendo en cuenta que los datos que necesitamos estimar son medias, se
debe hallar las medias y varianzas muestrales; para ello se selecciona una premuestra
que nos indiquen dichos pardmetros. (Rodriguez, 1991)

Para obtener los datos de las premuestras, para la tasa de llegada, se cuentan los
clientes que entran en franjas de 15 minutos, elegidas estas Ultimas al azar:

Tabla 1. Premuestra Tasa de llegadas

Premuestra Tasa llegadas

(15 minutos)

66 112
87 63
73 108
69 44
88 60
Media (Y) 77
Varianza (S’)  464.6667

Fuente: Elaboracién propia

Una vez recogida la premuestra, se procede al calculo del tamafio muestral 6ptimo
para operar con un error maximo relativo a la media del 5%, de la siguiente forma™®:

z2% §2

n =
82

1% Rodriguez, (1991)
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Siendo:

n = tamafio muestral

z = Es la desviacion del valor medio que aceptamos para lograr el nivel de confianza
deseado. En funcién del nivel de confianza que busquemos, usaremos un valor
determinado que viene dado por la forma que tiene la distribucién de Gauss.

Para un nivel de confianza 95% se obtiene un z =1,96

e = error, en nuestro caso, siendo para la media, serd 5% mas menos sobre la
media.

e =(0.05Y)

$2= Quasivarianza muestral

Entonces el tamafio muestral para la tasa de llegadas:

2 a2

z2 8" 1.96% x 464.667
ez  (0.05*77)2

n= =120.429

Se deberia de recoger 121 datos para trabajar con un error muestral del 5%.
A continuacién, en base a un razonamiento analogo se recoge la premuestra para
obtener el tamafio muestral de la tasa de servicio, se miden el tiempo que el cajero/a

tarda en atender a diversos clientes y en cajas al azar, obteniendo:

Tabla 2. Premuestra Tasa de Servicio

Premuestra Tasa de

servicio

02:57 01:06
02:04 02:51
01:07 01:15
00:59 01:24
01:40 02:02
Media (Y) 01:44
Varianza (S)  0,5135

Fuente: Elaboracién propia
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Se calcula el tamafio muestral:

z2S8%  1.96%* 0.5135

"= Tez T (0,05 1.733)2

= 262.73

Se deberia recoger 263 datos para poder trabajar con un error muestral del 5%.

Debido a los resultados obtenidos sobre los tamafios muestrales necesarios, por
falta de tiempo, y conocido el procedimiento que hubiera sido necesario para realizar el
analisis con el error indicado, se decide asumir un error mas elevado y operar con
muestras mas reducidas.

Se seleccionan franjas horarias aleatoriamente y de manera independiente durante
todos los dias de la semana, para asi contar, con ayuda del arco de seguridad, las
unidades potenciales de compra™ que entran, se debe indicar que varias personas
pueden realizar una Unica compra, se observa su comportamiento a la entrada, para
conocer si las compras seran independientes o conjuntas. El objetivo es conocer cuantos
clientes entran en promedio al hipermercado.

El procedimiento que se ha utilizado para obtener los datos ha sido el Proceso de
contar de Poisson, como se explica en el marco tedrico se cuenta cuantos sucesos
ocurren en una determinada franja de tiempo, en nuestro caso cuantos clientes entran en
15 minutos.

Los datos obtenidos son los siguientes:

Tabla 3. Muestra tasa de llegadas

N2 llegadas en franjas de

15min

29 67
44 142
79 42
88 126
60 61
86 74
87 54
33 139
112 78

Fuente: Elaboracién propia

" persona o grupo de personas que acceden para realizar una compra Gnica.
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Asi se puede obtener, el promedio de clientes que entran en el hipermercado,
partiendo del promedio de clientes que llegan en 15 minutos, obtenemos la tasa de
llegadas por minuto:

Asmin = 77.8333 clientes

Amin = 5.1889 clientes

Es decir, en esta superficie comercial entran, en promedio, mas de 5 personas por
minuto.

Por la relacion existente entre la distribucibn de Poisson y la distribucion
Exponencial, obtenida 1, como tasa de llegada podemos obtener el tiempo promedio que
pasa entre cliente y cliente como:

1 —
A 5.1889

= 0.1927 minutos ~ 11.6 segundos

Por lo tanto, es lo mismo decir que entran 5.1889 clientes por minuto que entra un
cliente cada 11.6 segundos.

El siguiente paso, una vez obtenida la tasa de llegadas es conocer la tasa de
atencion. Para obtener este dato, se mide el tiempo que tarda el operario (cajero/a) en
cobrar a cada cliente.

Con cronémetro en mano, con la autorizacion de la encargada del sistema de cajas,
se realizan multiples mediciones para obtener el promedio de tiempo que tarda un cliente

desde que el sistema le asigna una caja hasta que termina de ser atendido.

Los datos obtenidos son los siguientes:

Tabla 4. Muestra tasa de servicio

Tiempo de Atencién 1/

01:39 03:16 02:52 00:53
01:27 02:50 04:16 00:51
01:09 02:01 02:30 01:36
01:41 02:58 03:05 01:50
01:13 01:06 01:31 02:02
02:12 00:47 01:12 02:21
00:41 01:02 01:56 01:46
00:24 00:59 03:02 01:20
02:06 01:13 00:37 01:01
00:54 02:05 00:19 02:15
00:50 01:27 01:16 01:41
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01:29 01:44 01:08 01:25
01:12 02:24 01:09 02:45

Fuente: Elaboracidn propia

Se puede obtienen asi, un promedio de tiempo de atencién, por el cual podemos
calcular la tasa de servicio en base a la relacion explicada con anterioridad.

1
—=1,6821 minutos
u

u = 0,5945 clientes

~ 16821

Es decir, cada caja tarda un promedio de 1.6821 minutos, 1 minuto y 18 segundos
en servir a cada cliente, esta informacion sirve para obtener la tasa de servicio u =
0.5945, cada minuto se atienden a 0.5945 clientes.

Una vez obtenido el tamafio muestral, se realizara el calculo del error muestral en
base al valor de la distribucion t de Student con n-1 grados de libertad (Rodriguez, 1991)

t2_, §?

n

62

Para un nivel de confianza del 95% es t;g.4= t;7= 2.1098
Para la tasa de llegadas con n = 18 y §2= 1160.3823 se obtiene:

2.10982 x 1160.3823
8 = 2 =
e
_ 5165.1587
B 18

2

e = 286.953

e = Vv286.953 = 16.939 peronas en 15 minutos
e = 1.1293personas /minuto

Obtenemos el error real de 1.1293 personas/minuto, sobre una media de llegadas
de 5.1889 clientes, lo que significa en tanto por ciento un errores préximos al 21.76%.
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Tabla 5. Ficha Técnica. Analisis de la tasa de llegadas

Conocer tasa promedio de

Objetivo llegadas

Franjas de 15 minutos
Universo de | durante todo el periodo de
estudio apertura de Carrefour

(Barbadas)

Metodologia | Muestreo aleatorio simple

Tamafio 18 mediciones de 15
muestral minutos

Error 21.76 %
Periodo Mayo de 2016

Fuente: Elaboracidn propia

Con un razonamiento analogo se calcula el error real para la tasa de servicio
Para un nivel de confianza del 95% es ts,.;= t5;= 2.0076
Y n=52y §%=0.6763 se obtiene:

2.0076% % 0.6763
2 = 2 =
e

, 272579

= (0.05241
52

e

e = v0.05241 = 0.2289 minutos

Obtenemos un error real sobre la media de 0.2289 minutos, sobre una media de
servicio de 1.6821 minutos, lo que significa en tanto por ciento un error préximo al
13.61%.
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Tabla 6. Ficha Técnica. Anilisis de la tasa de servicio

.. Conocer tasa promedio de
Objetivo p !
servicio
Universo de Unidades potenciales de
estudio compra (Barbadas)
Metodologia | Muestreo aleatorio simple
Tamaiio 52 mediciones de tiempo de
muestral servicio
Error 13,61 %
Periodo Junio de 2016

Fuente: Elaboracidn propia

10.3 Medidas de eficiencia para el sistema M/M/10

Teoria de Colas

Una vez obtenidos los parametros principales A y u, se marcan las hipotesis de
partida para obtener las medidas de eficiencia del modelo:

e Los tiempos entre llegadas de los clientes y de atencién de las cajas obedecen a

una distribucién exponencial
e Se opera con 10 cajas

e La capacidad de cola se considera infinita
e La poblacion potencial se considera infinita

e Ladisciplina de cola es FIFO

Con respecto a la primera de las hipétesis, se debe indicar que se necesitaria un
contrataste no paramétrico para justificar que las tasas obedecen a una distribucion
exponencial, sin embargo no se realiza. Por un lado, porque no es objetivo del trabajo la
realizacion de este tipo de contrastes y por otro, al disponer de pocos datos el resultado
no seria concluyente. Se asume entonces que las hip6tesis de partida son ciertas para

poder realizar el analisis.

Por lo tanto el modelo se define: M/M/10/»/</FIFO

Parédmetros principales:
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Tabla 7. Parametros principales

‘ 5,1889 0,5945 \

Fuente: Elaboracidn propia

Obtenemos:
1. Factor de utilizacion de las cajas

A 5.1889

—=—"——=187.289
sp 10 *0.5945 %o

p:

Cada caja esta ocupada, en promedio, entorno al 87% del tiempo, o bien esta sin
atender a ningun cliente aproximadamente un 13% del tiempo.

2. Probabilidad de que no haya nadie en el hipermercado

Siguiendo el célculo por recurrencia

C0:1

1 %5.1889

= > _g72
1= 1705945~ o728

_ 51889
2= 5505945  °%

(.1

Co = M: 810.1174
97 9%0.5945 '

Co

Z c; = 3847.7501

Co

Entonces:

=0.01063%

bo =
5.188910
3847.7501 + 515 594500-D + (10 + 0.5945 — 5.1889)
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La probabilidad de que no se encuentre nadie dentro del sistema, esperando en cola
o bien pagando, es infima.

3. Numero promedio de clientes en cola

_ /15+1p0 _
T (=D ps(su—2)

L

_ 5.188910 x 0.001063
~ (10 — 1)! * 0.594510(10 * 0.5945 — 5.1889)

= 4.05565 personas

Una vez realizada la compra, y dispuestos a hacer cola, el cliente se encontrara un
promedio de ocho clientes esperando antes que él.
4. Tiempo promedio de espera en la cola

L 4.05565
W, =

q _ . .
a 7 = W = 0.7816 minutos

Una vez en la cola, el cliente debe esperar de media 0.78 minutos, aproximadamente
47 segundos, para ser atendido por el cajero/a.

5. Tiempo promedio total, (tempo de cola méas tiempo de atencion)

= 2.4636 minutos

1
W, =W, + - = 0.7816
s=Waty * 05945

El cliente, teniendo en cuenta el tiempo que espera para ser atendido en promedio y
el tiempo que tarda el cajero/a en cobrarle, se estiman 2.46 minutos, aproximadamente 2
minutos y 27 segundos.

6. Numero promedio de unidades en el sistema.

Ly = AW, =5.1889 * 2.4636 = 12.7838 personas

Con esta ultima medida, se obtiene el promedio de clientes que se encuentran en el
sistema, es decir, cuantas personas estan en la cola o bien siendo atendidos en las cajas
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llustracién 5. Representacion de un sistema M/M/10

Fila
unica
FIFO

Cajal | caja2 | Caja3 | cajaa | cajas | caja6 | caja7 | cajas | caja9 [cajai10

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 8. Resumen de los resultados del modelo

A

Tasa de llegada (personas) 5.1889
Tasa de servicio (personas) 0.5945
Factor de utilizacion 87.28%
Probabilidad de sistema vacio 0,01063%
Personas en cola 4.0556
Tiempo en cola (minutos) 0.7816
Tiempo en el sistema (minutos) 2.4636
Personas en el sistema 12.7838

Fuente: Elaboracidn propia

10.4 Variaciones de eficiencia sobre el modelo M/M/S

A continuacién, se plantea el escenario en el cual Carrefour decide operar con nueve
cajas u once en lugar de con diez, con el objetivo de comprobar si la decision de trabajar
con diez cajas es acertada. Para realizar la comparativa asumimos constantes las tasas
promedio de llegada y atencion: 5.1889 y 0.5945 respectivamente.

En primer lugar, y para analizar las variaciones posibles en la eficiencia del sistema,
atenderemos al factor de utilizacion de las cajas “p”. Como se puede observar en la Tabla
7, operando con diez cajas, se mantienen ocupadas un 87.28% del tiempo, como es
l6gico, a tasas constantes, el factor de utilizaciéon es superior, 96.9%, si operase con una
caja menos y viceversa si atendiesen con una caja mas. Este es una medida
expresamente de interés para el gestor del hipermercado, se concluird en el andlisis
econémico sobre su uso y aplicacion.
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Tabla 9. Variaciones de eficiencia

9 cajas 10 cajas 11 cajas

96.9% 87.28% 79.3%
0.003% 0,01063% 0.014%
27.79 4.0556 1.42
5.35 0.7816 0.27
7.03 2.4636 1.95
36.51 12.7838 10.14

Fuente: Elaboracion propia

En segundo lugar, como se muestra en la Tabla 9, el nimero promedio de clientes
en cola “Ly" aumenta ampliamente con solo reducir una caja, sin embargo al operar con
una caja mas la reduccién no es tan significante. Los clientes que esperan en cola a ser
atendidos, en promedio, y por lo tanto el tiempo que se debe esperar, varia
sustancialmente si se operase con una caja mas o menos. En cuanto al tiempo, esta
directamente relacionado, se pasa de menos de un minuto de espera a mas de cinco.

En tercer lugar, atendiendo al nimero total de personas en el sistema (clientes en
cola y siendo atendidos) “Ls” y el tiempo relacionado “W,” también se comprueba la
misma relacion que en las medidas de eficiencia anteriores. De permanecer en el sistema
dos minutos y medio se pasaria a mas de siete si se redujese una caja.

En cuanto a la probabilidad de que el sistema esta vacid, que no se encuentre
siendo atendido ni por supuesto en cola, se puede observar que sus tasas son
insignificantes.

Como conclusion a este apartado, destaca: la decision de Carrefour de operar con
diez cajas no ha sido tomada sin estudio. Si se operara con once cajas los clientes
esperarian menos, seria una atencién casi instantanea, eso si, Carrefour tendria que
soportar un factor de utilizaciéon inferior al 80%, o lo que es lo mismo; sus cajas estarian
ociosas un 20% del tiempo, lo que seria antieconémico.

10.5 Comparativa de eficiencia: M/M/10 y diez sistemas M/M/1

Llegados a este punto, nos planteamos si es més eficiente operar con un sistema de
cola Unica o un sistema tradicional simple de mudltiples colas. Si es asi, ¢cual es la
diferencia de eficiencia real entre los dos sistemas de colas?

Obtenidos anteriormente los resultados del sistema de cola Unica de Carrefour,

siguiendo el marco tedrico, se hallaran las medidas de eficiencia para 10 sistemas M/M/1
con los mismos parametros que se han utilizado en los apartados anteriores.
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Para calcular los pardmetros que representen un modelo basado en 10 cajas
individuales con sus respectivas colas, se suponen que los clientes pueden acudir a
cualquiera de las cajas sin preferencias. Por lo tanto se debe dividir uniformemente la
tasa de llegadas entre las diez cajas.

A continuacion, siguiendo las tasas de llegada y servicio obtenidas en el trabajo de
campo en Carrefour, se calcula las medidas de eficiencia para un sistema M/M/1 en
funcion de lo detallado en el marco tedrico.

Se compara con los resultados anteriormente obtenidos para el sistema de una sola
cola.
e Tasade llegada: A= 0.51889
e Tasa de servicio: u= 0.5945

Tabla 10. Comparativa de eficiencia

10 - M/M/1 M/M/10

87.28% 87.28%

12.72% 0,01063%
5.9898 4.0556
11.54 0.7816
13.225 2.4636
6.8627 12.7838

Fuente: Elaboracidn propia

Como se muestra en la Tabla 10, la comparativa de eficiencia no deja en buen lugar
al sistema tradicional de multiples colas frente al sistema de cola Unica. A pesar de que el
factor de utilizacion de las cajas es el mismo, los cajeros/as trabajan con la misma
eficiencia, las diferencias se manifiestan de cara a la espera del consumidor

En primer lugar, atendiendo al tiempo de espera para ser atendido, W, el sistema
tradicional genera, en promedio, tiempos de espera aproximadamente entorno a doce
minutos por caja; tiempos muy alejados de los promedios alcanzados por el sistema de
una sola cola, 47 segundos para ser atendido. He aqui la principal diferencia entre estos
dos sistemas, ser servido en la primera caja que esté disponible evita esperas
innecesarias. El bloqueo de una de las cajas, en el sistema tradicional, aumenta
sustancialmente el tiempo de espera, sin embargo en el modelo M/M/10, los clientes se
reparten de forma eficiente segun las cajas queden disponibles.

En relacion al nimero de personas que esperan en la cola, L, también es
sustancialmente superior en el modelo tradicional. Como se muestra en la Tabla 8, el
namero de clientes que esperan en la cola tradicional, en promedio son préximos a 6 por
caja, sin embargo, en el sistema M/M/10 la media se sitla cerca de 4, pero recordamos
que la cola es unica. Es decir en el sistema tradicional esperaran en todas las colas
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individuales 6 personas por cola, un promedio de 60 personas, tasas muy superiores que
en modelo de una sola cola.

Se debe mencionar: en la tabla 8 y con respecto a la cantidad de clientes en el
sistema, L, aparecen un promedio de 6.86 para el sistema tradicional y de 12.78 para el
M/M/10, pero estos datos no son comparables en efecto inmediato, ya que para el
sistema tradicional seria 6.86 por caja, es decir 68 frente a 12.78.

A la vista de los resultados obtenidos, el sistema tradicional, a pesar de ofrecer un
factor de utilizacion igual que el sistema de una sola cola, permite econémicamente dar el
mismo aprovechamiento a los factores productivos: caja, cajero/a; es ineficiente de cara
al consumidor.

A parte de la velocidad del sistema, que ha sido demostrada, la percepcion que se
genera en un sistema, por parte del consumidor, cuando necesitas ser atendido y hay 60
personas, repartidas en las diferentes colas; es totalmente diferente si hay 4 o 5 en una
cola unica.

10.6 Analisis econdmico

Los factores que inciden en las decisiones operativas de un hipermercado son
multiples, desde la desgranacién de los costes, pasando por la propia eficiencia operativa
del sistema de colas o incluso los diferentes perfiles de consumidores a los que venden.

En este apartado se podria desgranar todos estos aspectos, pero se sale del objeto
del trabajo, no obstante sera interesante mostrar como la disciplina de teoria de colas se
muestra Gtil para decidir sobre multiples aspectos de contratacion.

Partiendo de un indicador basico de referencia, como es el salario base bruto de los
cajeros/as, se realizara una comparativa de distintos escenarios en los cuales se podran
comparar las posibilidades de contratacién en base la eficiencia del modelo M/M/10.

Para realizar este analisis, en primer lugar se consulta lo resuelto en el BOE el 8 de
Abril de 2013, por la Direccidn General de Empleo, por la que se registra y publica el
Convenio Colectivo estatal de grandes almacenes, valido hasta el 31/12/2016, por el que
se rige Carrefour.

Se parte de la hip6tesis que la politica de la empresa es la de mantener las 10 cajas
operativas, lo que se plantea estudiar es las posibilidad de operar con cajeros de més o
menos experiencia, en base a la suposicion de que los cajeros/as con experiencia son
mas rapidos y sin ella mas lentos a la hora de atender.

Previamente se indica que las medidas de eficiencia con las que hasta ahora se ha

trabajado, fueron obtenidas de mediciones a cajeros/as con experiencia inferior a cuatro
anos, factor relevante a partir de este punto.
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Siguiendo el convenio colectivo mencionado, se indica lo siguiente:

e Salario Base Bruto (anual) Cajero sin experiencia: 13.951°11€
e Salario Base Bruto (anual) Cajero con experiencia: 14.369'65€
¢ Complemento Cuatrienal (anual): 255°79€

A continuacién, se recuerda que el tiempo promedio obtenido de las mediciones
habia sido de 1.6821 minutos, con lo que se obtenia una tasa de atencién promedio de
0.5945, como se explica anteriormente, un cajero/a atiende, en promedio, a 0.5945
personas por minuto.

Se plantea los siguientes escenarios:
Escenario A (real)

Cajeros/as con experiencia inferior a cuatro afos, medidas de eficiencia obtenidas
en apartado 10.3. De acuerdo con el Convenio Colectivo estos operarios perciben un
salario bruto anual de 14.369°65€, 42°76€ dia o bien 5°34€/hora.

Se puede decir, entonces, que dicho salario sirve para financiar las medidas de
eficiencia que se han obtenido. Desde el punto de vista del gestor de Carrefour, el factor
de utilizacién de las cajas, 87.28%, y como se analiza pormenorizadamente en apartados
anteriores los tiempos de espera y el nimero de personas en cola son asumibles para el
consumidor (tiempo promedio total en el sistema 2.4636 minutos).

Desde el punto de vista econémico, teniendo un indice de cajas ociosas del 12.72%,
el coste objetivo de este desaprovechamiento seria en base al salario convenido de
1827.82€ mensuales.

Sobre este escenario: manifiesta la realidad del hipermercado, llegados a su cola,
encontraremos 4 o 5 personas esperando, y en menos de un minuto seremos llamados a
una caja para ser atendidos. El cajero/a que nos atiende tendra menos de cuatro afios de
experiencia y el tiempo total que se estara en cola y siendo atendidos sera de dos
minutos y medio aproximadamente.

Las decisiones que se llegan a resolver para que este escenario se dé, se justifican
por si solas, en base a la suposicién de que la tasa de llegadas es constante, la velocidad
de atenciéon de este tipo de cajero/a es el idéneo, como manifiestan los indicadores.
¢ Podria ser mas eficiente?, a continuacion se plantea un escenario que lo analice.

Escenario B (rapido)

Cajeros/as con experiencia superior a cuatro afios, suponemos mas rapido,
conforme el Convenio Colectivo estos operarios perciben un salario bruto anual de
14.369'65€ mas un complemento anual por cuatrienio de 255°79€, haciendo un total de
14.625°44€, 43'52€/dia o bien 5°44€/hora.
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Este escenario se plantea que este cajero/a pasa de la tasa de atencion de 0.5945
personas por minuto a un 0.6539, 10% mas rapido. Asi asumiendo la tasa de llegada
constante 5.1889 personas/minuto, se calcula las medidas de eficiencia:

Tabla 11. Medidas eficiencia para Escenario B

p 79,35%
Po 0,030%
Lq 1,518
Wq 0,292
Ws 1,822
Ls 9,453

Fuente: Elaboracidn propia

En primer lugar, en mencién a la Tabla 11, el tiempo de espera disminuye
sustancialmente a la par que las personas que esperan en la cola. Ahora bien, el
incremento de la tasa de servicio, a una misma tasa de llegada, provoca una bajada
relevante del factor de utilizacion, desde el 87.28% al 79.35%.

Se estaria financiando con salarios mas altos un 20% de cajas ociosas, desde el
punto de vista econdémico el 20% de los salarios no serian productivos, teniendo en
cuenta el convenio, 2925.08€ por trabajador y mes. Un nada despreciable 60% mas que
en el caso anterior.

Visto el resultado, parece justificar la politica de formar cajeros de manera que se
ajusten su tasa de atencion promedio a los 0.60 clientes/minuto, que ofrece unas
medidas de eficiencia estables y un factor de utilizacion aceptable para la tasa de llegada
obtenida.

Siendo el escenario real el mas rentable, hasta ahora, se plantea un tercero, ¢seria
aceptable cajeros sin experiencia por un salario menor?

Escenario C (lento)

Partiendo de la informacién obtenida del Convenio Colectivo, al igual que en los
demas escenarios, indicamos: Cajero sin experiencia 13.951°11€ anuales, 41°52 €/dia o
bien 5.19 €/hora.

Este escenario se plantea que este cajero/a pasa de la tasa de servicio de 0.5945
personas por minuto a 0.535 personas/minuto, 10% menos, se calcula las medidas de
eficiencia:

A primera vista, la variacion de la tasa promedio de servicio en unos segundos no

parece que fuese muy relevante; en este caso cajeros/as sin experiencia se ponen al
frente de las cajas de nuestro modelo de colas.
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Ahorramos un 3% sobre los costes del salario de los cajeros/as, pero atendiendo a
los resultados expuestos en la Tabla 12: el factor de utilizacion llega a indices proximos al
100%, lo que a priori seria ideal, no lo es. Siendo préximo a 100% el factor de utilizaciéon
de las cajas expone al sistema a un alto riesgo de colapso.

Tabla 12. Medidas de eficiencia para Escenario C

P 97%
Po 0,0013%
Lq 28.759

Wq 5.542
Ws 7.412
Ls 38.458

Fuente: Elaboracidn propia

En segundo lugar y teniendo en cuenta los indicadores que muestran el promedio de
clientes en cola, se puede concluir que el ahorro no es econdmicamente productivo,
siendo el tiempo de espera en cola 5.54 minutos, y el nimero de personas en la cola
préximo a 30, supondria un coste en cuestion de calidad percibida importante.

Partiendo de los tres escenarios detallados, se observa que Carrefour opera
justificadamente con cajeros/as jévenes con una experiencia minima que permita obtener
la tasa de atencion promedia muy proxima a nuestros 0.5945 clientes/minuto, sirviendo a
cientos de clientes al dia de forma técnica y econémicamente eficiente.

Para concluir, si fuésemos capaces de cuantificar el coste que tiene para la empresa
el tiempo de espera de un cliente, podriamos hacer un estudio de contratacion basado en
el tiempo que estad esperando un cliente antes de ser servido. Comparando asi, por
ejemplo, si el aumento que se produce en el salario, al contratar empleados con mas
experiencia, es inferior al beneficio obtenido/percibido por la disminucion del tiempo de
espera para el cliente
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10. Conclusiones

Llegados a este punto, se debe echar la vista atras y analizar si se han cumplido los
objetivos que se habian planteado.

En primer lugar, se ha justificado la realizacion de este trabajo, en base a la
importancia y necesidad de las decisiones operativas que permite tomar la Teoria de
Colas. Para ello se ha analizado en profundidad su base teérica, apoyandonos en
numerosos ejemplos que ayudan a visualizar sus pormenores.

En segundo lugar, con respecto al estudio empirico, se han aplicado los modelos
M/M/1 y M/M/S en un caso real, obteniendo resultados practicos y (tiles. Ademas de
poder compararlos entre si, se ha comprobado la eficiencia del modelo aplicado por
Carrefour para la gestion de sus clientes.

Con respecto al estudio empirico, en primer lugar se han aplicado los modelos que
se habian marcado como objetivo en el escenario real, sin embargo, por falta de tiempo
no se ha podido trabajar con muestras suficientemente grandes para garantizar un erro
maximo mas pequefio. No obstante se considera cumplido el objetivo ya que los
resultados obtenidos, a pesar de no ser estadisticamente significativos, representan una
realidad posible en la practica.

Siguiendo con la parte practica, se debe concluir que Carrefour de un tiempo a esta
parte ha cambiado su modelo de atencién; de un modelo tradicional a un modelo de cola
Gnica, teniendo en cuenta numeroso aspectos, enfocados principalmente en el
consumidor. La eficacia que logran en la gestién de cientos de clientes al dia pasa por un
eficiente sistema de una sola cola. En base a los resultados se justifica que el sistema de
una sola cola es mas eficiente que el de multiples colas independientes.

Atendiendo al analisis econémico, se ha demostrado que no siempre un grado mas
de especializaciébn es mejor. Pequefias variaciones en la tasa de servicio provocan
grandes distorsiones en el sistema, por lo que su ajuste es el factor mas determinante en
la eficiencia de un sistema de colas.

Finalmente, con respecto al aprendizaje por mi parte, puedo concluir que durante el
desarrollo de este trabajo, he ampliado mis conocimientos sobre Teoria de Colas de
forma practica y teorica, aportdandome nuevas competencias que podré aplicar en un
futuro proximo.
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